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PREFACIO DO EDITOR!

Este artigo, cuja ideia central foi trabalhada por Dedekind enquanto ensinava em
Zurique em 1858, apresenta uma fundamentagdo aritmética rigorosa para a teoria dos
numeros reais, e constitui uma das pegas chave da chamada aritmetizacdo (ou
rigoriza¢do) da andlise que teve lugar durante as ultimas décadas do século XIX, e um
dos pilares fundacionais de muita da Analise Matematica e da Topologia modernas.

Outros matematicos além de Dedekind tentaram, aproximadamente ao mesmo tempo,
desenvolver uma teoria dos nimeros reais, utilizando uma variedade de abordagens; estes
esforcos preencheram uma lacuna que fora deixada por um famoso artigo de Bolzano
sobre o teorema dos valores intermédios, (publicado em 1817) — um resultado que ainda
ndo era, na sua generalidade, conhecido dos matematicos da época.

Assim, inspirado pela teoria das propor¢des de Eudoxio (Livro V dos Elementos de
Euclides), que constitui a resposta dos gedmetras gregos a descoberta dos incomensuraveis
pelos pitagoricos, William Hamilton, na sua “Teoria das fungdes conjugadas” (1837), tinha
ja percorrido uma distancia consideravel na direc¢do da concepcao de Dedekind, definindo
os numeros irracionais como parti¢des dos racionais em duas classes. Mas, em contraste
com Dedekind, ele ndo prosseguiu entdo na investigacao das propriedades das particdes ou
na prova dos teoremas basicos sobre os numeros reais. E sabido que a sua definicio de
numero irracional deve muito ao Livro V dos Elementos de Euclides (correspondéncia de
Dedekind com Rudolf Lipschitz e Heinrich Weber). Também Weierstrass desenvolveu uma
teoria aritmética dos nimeros reais, que comecou a apresentar a partir de 1859, nas suas
licoes em Berlim; mas os seus resultados s6 foram impressos alguns anos mais tarde
(Kossak 1872). As teorias de Eduard Heine (1872) e do aluno de Weierstrass, Georg Cantor
(1872), despertaram a atengdo de Dedekind pouco antes da publicagdo do seu proprio
artigo.

A defini¢do de Dedekind dos numeros irracionais (como cortes ou pares de secgoes
contiguas de nimeros racionais) foi adoptada por muitos matematicos da época como,

I[Esta ¢ uma traducio revista e editada da tradugdo publicada no Bol. da Soc. Port. de Matemdtica
41 (Outubro de 1999), 97-119, com o objectivo expresso de disponibilizacdo online neste local.
Para a primeira tradug¢do contribuiram Rui Feiteira, Paula Gomes e A.J. Franco de Oliveira, que
também fez a revis@o cientifica e editorial. Para as tradugdes em Portugués foram utilizadas as
versdes publicadas no livrinho DEDEKIND [3] e na antologia de EWALD [7], pp. 765-779.
DUGAC [4] ¢ uma fonte importante de factos histéricos e biograficos acerca de Dedekind. As
notas de rodapé que ndo sdo do Autor, como esta, estdo inseridas entre parénteses rectos.]
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por exemplo, Dini (1878), Pasch (1882), Jordan (1893), Baire et alii (1905), e mais tarde
pelo influente E. Landau (1930), W. Rudin (1953) e muitos outros até aos nossos dias,
como S. Feferman (1989) e A.M. Gleason (1991). Entre n6s foi adoptada, por exemplo,
por J. Vicente Gongalves (Curso de Algebra Superior, 1933) e por Bento de Jesus Caraga
(Ligbes de Algebra e Andlise, 1935). Pessoalmente também prefiro a construgdo de
Dedekind, mais simples e “geométrica” do que a de Cantor (classes de equivaléncia de
sucessdes de Cauchy de nimeros racionais). Sao inesqueciveis os momentos criativos em
que, numa qualquer aula (por exemplo, de um curso de fundamentos, ou de teoria dos
conjuntos, ou de filosofia da matematica), chegamos ao corte (A;, Ay) definido na pag. 8
e fazemos a pergunta: o que sera (podera ser) entdo \/5‘? Apos alguns longos instantes de
angustiante expectativa e ansiedade, respondemos num passe de magia (um pequeno
passo além do de Dedekind) perante a estupefacgio geral: defina-se /2 = (Ay, As)!
Mas ndo ha bela sem sendo e, no caso presente, o amargo de boca faz-se sentir quando
tentamos estabelecer as propriedades algébricas basicas da multiplicacdo, coisa que a
maioria dos autores evita fazer ou faz apenas timidamente. Mas veja-se [16].

Ao contrario do que seria talvez de esperar, o leitor actual de Continuidade e Numeros
Irracionais nao precisa fazer esfor¢o algum para se adaptar as notagdes e/ou termino-
logia do autor, descontando apenas o facto de os racionais serem designados por R e os
reais por R em vez dos hodiernos Q e R, respectivamente. Decidimos, por isso, deixar
tudo como estava a este respeito.

Setembro de 2009.

Augusto J. Franco de Oliveira

PREFACIO DO AUTOR

As consideragdes que formam o assunto deste panfleto datam do Outono de 1858. Eu
era entdo professor na Escola Politécnica de Zurique, e encontrei-me pela primeira vez
obrigado a leccionar sobre os elementos do calculo diferencial; senti-me mais fortemente
do que nunca confrontado com a falta de uma verdadeira fundamentacao cientifica para a
aritmética. Discutindo o conceito da aproximagdo de uma magnitude variavel a um valor
limite fixo — em particular, demonstrando o teorema que diz que cada magnitude que
cresce continuamente, mas ndo para além de todos os limites, deve certamente aproximar-
se de um valor limite — refugiei-me na prova geométrica. Ainda agora considero tal
invocagdo da intuicdo geométrica [ Anschauung] numa primeira apresentagdo do célculo
diferencial como muito 1til de um ponto de vista pedagogico, e de facto € indispensavel, se
ndo se quer perder demasiado tempo. Mas ninguém negara que esta forma de introdugdo ao
calculo diferencial ndo possa pretender-se cientifica. Este sentido de insatisfacdo era tdo
intenso que eu decidi meditar na questdo até poder encontrar uma fundamentacgdo
[Begrundung| puramente aritmética e perfeitamente rigorosa para os principios da analise
infinitesimal. Afirma-se frequentemente que o calculo diferencial lida com quantidades
continuas, ainda que uma explicacdo desta continuidade nunca tenha sido dada; até as
exposicdes mais rigorosas do calculo diferencial ndo baseiam as suas demonstragdes na
continuidade, mas antes apelam mais ou menos conscienciosamente a representacoes
geométricas ou a representagdes sugeridas pela geometria, ou dependem de teoremas que
nunca sao estabelecidos numa forma puramente aritmética. Entre estes esta, por exemplo, o
teorema mencionado acima, ¢ uma investigacdo mais cuidadosa convenceu-me que este



teorema, ou qualquer outro equivalente a ele, pode ser considerado como uma fundamenta-
¢do mais ou menos adequada da analise infinitesimal. Ficou apenas por descobrir a sua
verdadeira origem nos elementos da aritmética e, assim, assegurar uma defini¢do real da
esséncia da continuidade. Consegui-o em 24 de Novembro de 1858, e uns dias depois
comuniquei os resultados das minhas reflexdes ao meu querido amigo Durége, o que levou
a uma longa e acesa discussdo. Mais tarde expliquei estas ideias de uma base cientifica da
aritmética a alguns dos meus alunos, ¢ aqui em Bunswick li um artigo sobre o assunto
perante o clube cientifico de professores, mas ndo consegui decidir-me a publica-lo,
porque, em primeiro lugar, a apresentagdo ndo ¢ de modo algum fécil, e, segundo, a propria
teoria ndo ¢ muito fértil. Apesar disso ja estava meio determinado a seleccionar este tema
como assunto para esta ocasido, quando ha uns dias atrés, a 14 de Margo, por gentileza do
autor, o artigo “Die Elemente der Funktionenlehre” de E. Heine ( Crell’s Journal Vol. 74)
chegou as minhas maos ¢ me ajudou a confirmar a minha decisdo. Concordo plenamente
com a esséncia desse ensaio, e mal poderia fazer o contrario. Mas direi francamente que a
minha propria apresentacdo me parece ter uma forma mais simples e esclarece melhor o
ponto essencial. Enquanto escrevia este prefacio (20 de Margo de 1872), recebi o
interessante artigo “Uber die Ausdehnung eines Stazes aus der Theorie der trigonome-
trischen Reihen”, por G. Cantor (Math. Annalen, Vol. 5), pelo qual sdo devidos ao
engenhoso autor os meus calorosos agradecimentos. Apds uma leitura rapida, parece-me
que o axioma dado na seccdo Il daquele artigo (excepto pela forma de apresentacdo) esta de
acordo com o que designei no §3 como a esséncia da continuidade. Mas na minha forma de
conceber os nimeros reais, eles estdo completos em si proprios; sou, portanto, incapaz de
ver a utilidade de distinguir nimeros reais de um tipo ainda mais elevado, mesmo se isso
for feito apenas conceptualmente.

§1.
PROPRIEDADES DOS NUMEROS RACIONAIS

O desenvolvimento da aritmética dos nimeros racionais € aqui pressuposto, mas ainda
assim penso que vale a pena chamar a atengdo para certos aspectos importantes, sem
discussdo, para iluminar desde logo o ponto de vista assumido no que se segue.
Considero o todo da aritmética como uma consequéncia necessaria ou, pelo menos,
natural, do mais simples acto aritmético, o de contar, e contar ndo € mais que a criagao
sucessiva da progressdo infinita de inteiros positivos na qual cada elemento ¢ definido
pelo anterior; o acto mais simples € passar de um elemento ja criado para o seu sucessor
que esta para ser criado. A cadeia destes numeros ja forma por si mesma um instrumento
muito util para a mente humana; ela apresenta uma inexaurivel riqueza de propriedades
notaveis que se obtém introduzindo as quatro operacdes fundamentais da aritmética. A
adicdo ¢ o resultado de juntar num s6, um numero arbitrario de repeti¢des do acto
simples; a multiplicacdo resulta de uma forma semelhante. Enquanto estas duas opera-
¢oes podem sempre ser feitas, as operagdes inversas, subtraccdo e divisdo, sdo admissi-
veis apenas com restricdes. Qualquer que tenha sido a ocasido imediata, quaisquer que
tenham sido as comparagdes ou analogias com experiéncia, ou intui¢do que ai possam ter
conduzido, ¢ certamente verdade que precisamente esta limitacdo em fazer as operagdes
indirectas foi em cada caso um motivo real para um novo acto criativo; assim, 0S
numeros negativos e fraccionarios foram criados pela mente humana, e no conjunto de
todos os numeros racionais obteve-se um instrumento de grande perfeicdo. Este conjunto,



que denotarei por R, possui, antes de mais, uma completude e integridade que designei
noutro local? como caracteristica de um corpo de niimeros [Zahlkorper] e que consiste
no facto de as quatro operagdes fundamentais serem sempre executaveis com quaisquer
dois elementos em R, isto &, o resultado ¢ sempre um elemento de R, exceptuando o caso
da divisao pelo nimero zero.

Todavia, para o nosso objectivo imediato, outra propriedade do conjunto R¢ ainda mais
importante; pode ser expressa dizendo que o conjunto R forma um dominio totalmente
ordenado [Wohlgeordnetes]3 de uma dimensio que se estende para o infinito em dois
sentidos opostos. O que isto significa esta suficientemente indicado pelo uso que faco de
expressoes que tém a sua origem em ideias geométricas; mas exactamente por esta razao,
sera necessario clarificar as propriedades puramente aritméticas correspondentes, para
evitar igualmente a aparéncia de que a aritmética necessita de tais ideias alheias.

Para dizer que os simbolos a ¢ b representam um e o mesmo nimero racional pomos
a = b assim como b = a. Dois numeros a, b sdo diferentes apenas no caso da diferenca
a — b ter ou um valor positivo ou negativo. No primeiro caso, a diz-se maior do que b, ¢
b menor do que a; isto é também indicado pelos simbolos a >b ou b < a.*
Analogamente, se b — a tem valor positivo entdo tem-se b > a ou a < b. As propriedades
seguintes sdo validas para estas duas maneiras em que dois nimeros podem diferir:

. Sea>0beb>c entio a > c. Sempre que a, ¢ forem niimeros diferentes (ou
desiguais) e b maior do que um e menor do que o outro, ndo devemos ser inibidos pelo
eco das ideias geométricas, mas devemos dizer sem demora: b esta situado entre os dois
nameros a, c.

II. Se a, ¢ sao dois numeros diferentes, ha infinitos nimeros diferentes b entre a, c.

1. Se a ¢ um nimero bem definido entdo todos os nimeros do conjunto R dividem-
se em duas classes, A;, Ay, cada uma das quais contendo um namero infinito de
elementos; a primeira classe A; compreende todos os nimeros a; que sdo < a, a
segunda classe A, compreende todos os nimeros as que sdo > a; 0 proprio nimero a
pode ser atribuido como se queira a primeira ou a segunda classe, e ¢ entdo respecti-
vamente 0 maior numero da primeira classe ou o mais pequeno da segunda. Em ambos os
casos, a decomposicao do conjunto R nas duas classes A;, A, ¢é tal que qualquer nimero
da primeira classe A; ¢ menor do que qualquer nimero da segunda classe As.

§2.
COMPARACAO DOS NUMEROS RACIONAIS
COM OS PONTOS DE UMA LINHA RECTA

Estas propriedades dos numeros racionais relembram as relagdes de posicdo
correspondentes entre os pontos de uma linha recta L. Se os dois sentidos opostos nela
existentes forem distinguidos por “direita” e “esquerda”, e p, ¢ forem dois pontos
diferentes entdo ou p esta a direita de ¢, e ¢ a esquerda de p, ou contrariamente ¢ esta a

2Vorlesungen iiber Zahentheorie, por P.G. Lejeune Dirichlet, segunda edigdo, §159. [Recorde-se
que Dedekind editou as Obras Completas de Dirichlet. Nao devemos perder de vista que a
terminologia da época também sofreu alguma evolugao.]

3[O termo original seria traduzido literalmente por “bem-ordenado”, termo este que modernamente
tem um significado técnico diferente do atribuido por Dedekind.]

4Portanto, no que se segue, quero dizer sempre os chamados maior e menor “algébricos”, a menos
que a palavra “absoluto” seja acrescentada.



direita de p, e p a esquerda de ¢q. Um terceiro caso ¢ impossivel, se p, ¢ sdo realmente
pontos diferentes. Para esta diferenga na posigao sdo validas as leis seguintes:

I. Se p esta a direita de ¢, e ¢ a direita de r, entdo p esta a direita de r. Dizemos que ¢
esta situado entre os pontos p e 7.

II. Se p, r sdo dois pontos diferentes, entdo existem sempre infinitos pontos g que
estdoentre pe r.

III. Se p ¢ um ponto dado em L entdo todos os pontos de L se dividem em duas
classes, P, P,, cada uma das quais contendo um numero infinito de elementos; a
primeira classe P; contém todos os pontos p;, que estdo a esquerda de p, e a segunda
classe P, contém todos os pontos ps que estdo a direita de p; o proprio ponto p pode ser
associado como se queira a primeira ou a segunda classe. Em qualquer dos casos a
divisdo da linha recta L em duas classes ou por¢des P, P, ¢ tal que qualquer ponto da
primeira classe P; estd a esquerda de qualquer ponto da segunda classe Ps.

Como ¢ bem sabido, esta analogia entre os nimeros racionais ¢ os pontos de uma
linha recta torna-se uma verdadeira correspondéncia quando escolhemos na linha recta
uma origem bem determinada, ou um ponto zero o, ¢ uma determinada unidade de
medida para a medi¢do dos segmentos. Com a ajuda desta tltima, € possivel, para cada
numero racional a, construir o comprimento correspondente; € se pusermos esse compri-
mento na linha recta a direita ou a esquerda de o, conforme a seja positivo ou negativo,
obtemos um ponto bem determinado p, que pode ser visto como o ponto correspondente
ao numero a; o ponto o corresponde ao nimero racional zero. Assim, para cada nimero
racional a, isto €, a cada elemento de R, corresponde na recta um e um s6 ponto p, isto &,
um elemento em L. Se os dois pontos p, g correspondem a dois numeros a, b
respectivamente, € se a > b entdo p esta a direita de g. As propriedades L, 11, III da sec¢ao
anterior correspondem exactamente as propriedades I, I, III desta seccao.

§3
CONTINUIDADE DA LINHA RECTA

E da maior importancia, todavia, que na linha recta L haja uma infinidade de pontos
aos quais nao corresponde nenhum numero racional. Se o ponto p corresponde ao
numero racional a entdo, como € sabido, o comprimento op é comensuravel com a
unidade de medida usada na construcdo, isto ¢é, existe um terceiro comprimento, a
chamada medida comum, do qual estes dois comprimentos sdo multiplos inteiros. Mas os
Gregos antigos j& sabiam e ja tinham demonstrado que ha comprimentos incomen-
suraveis com uma unidade de medida dada, como, por exemplo, a diagonal do quadrado
cujo lado ¢ a unidade de medida. Se marcarmos tal comprimento a partir do ponto o na
linha, obtemos um ponto que ndo corresponde a nenhum nimero racional. Uma vez que,
além disso, pode ser facilmente mostrado que ha infinitos comprimentos que sdo inco-
mensuraveis com a unidade de medida, podemos afirmar: A linha recta L ¢ infinitamente
mais rica em pontos individuais do que o dominio R dos nlimeros racionais em nimeros
individuais.

Se tentarmos agora, como ¢ nosso desejo, acompanhar aritmeticamente todos os
fendmenos na linha recta, os niimeros racionais sdo insuficientes e torna-se inevitavel e
necessario que o instrumento R, construido pela criagdo dos numeros racionais, seja
essencialmente refinado [verfeinern] pela criagdo de novos nimeros de tal maneira que o



dominio dos numeros adquira a mesma completude, ou como poderemos ja dizer, a
mesma continuidade que a linha recta.

As consideragdes anteriores sdo tdo familiares e bem conhecidas que muitos conside-
rardo a sua repeticdo como supérflua. Ainda assim, considerei esta recapitulagdo como
necessaria para preparar devidamente para a questdo principal. A forma pela qual os
numeros irracionais sdo usualmente introduzidos baseia-se directamente na concepgdo de
magnitudes extensas — que ainda nao foram definidas cuidadosamente — e explica o
nimero como o resultado de medir tal magnitude em compara¢do com outra do mesmo
tipo.> Em vez disto, quero que a aritmética se desenvolva a partir de si mesma.

Pode-se conceder que de uma forma geral tais comparagdes com nog¢des nao
aritméticas forneceram a oportunidade imediata para a extensdo do conceito de ntimero
(embora este ndo tenha sido por certo o caso na introdu¢ao dos nimeros complexos); mas
isto ndo ¢ certamente razdo para introduzir estas no¢des alheias na propria aritmética, a
ciéncia dos numeros. Tal como os nimeros racionais negativos e fraccionarios sdo
formados por uma criagao livre, e tal como as propriedades de operar com estes nimeros
podem e devem ser reduzidas as propriedades de operar com inteiros positivos, devemos
esforcar-nos por dar uma definicdo completa dos nimeros irracionais utilizando somente
0s numeros racionais. A unica questdo que permanece ¢ como fazé-lo.

A comparacao acima do conjunto R dos numeros racionais com uma linha recta levou
a identificacdo de falhas, e de uma certa incompletude ou descontinuidade no primeiro;
mas para a linha recta imputamos auséncia de falhas, completude, continuidade. Em que
consiste entdo esta continuidade? Tudo deve depender da resposta a esta pergunta, e
somente através dela obtemos uma base cientifica para a investigagdo de todos os
dominios continuos. E 6bvio que nada se ganha em apenas comentar vagamente as
conexdes ininterruptas nas partes mais pequenas; o problema ¢ indicar uma caracteristica
precisa da continuidade que possa servir como base para deducdes validas. Pensei sobre
isto em vao durante muito tempo, mas finalmente encontrei o que procurava. Esta
descoberta ira, talvez, ser julgada de forma diferente por diferentes pessoas; mas acredito
que a maioria estime o seu conteido bastante trivial. Consiste no seguinte. Na secc¢ao
precedente chamou-se a atencgdo para o facto de que qualquer ponto p da linha recta
produz uma separacdo da mesma em duas por¢des [Stucke] tais que qualquer ponto de
uma por¢do estd a esquerda de qualquer ponto da outra. Encontro a esséncia da
continuidade na propriedade reciproca, isto ¢, no principio seguinte:

“Se todos os pontos da linha recta se dividem em duas classes tais que qualquer
ponto da primeira classe estd a esquerda de qualquer ponto da segunda classe entdo
existe um e um s6 ponto que produz esta divisdo de todos os pontos em duas classes,
dividindo a linha recta em duas porgdes.”

Como ja disse, penso ndo errar ao assumir que toda a gente reconhecerd
imediatamente a verdade desta afirmagdo; a maioria dos meus leitores ficara muito
desapontada ao saber que ¢ através deste simples comentario que sera revelado o segredo
da continuidade. A isto posso responder que fico contente se toda a gente achar o
principio anterior tdo 6bvio e tdo de acordo com as suas proprias ideias de linha recta;

SA vantagem aparente da generalidade desta definigio de numero desaparece tdo rapidamente
quanto consideremos os nimeros complexos. Na minha opinido, por outro lado, a no¢ao da razao
entre dois numeros do mesmo tipo s6 pode ser claramente desenvolvida depois da introducdo dos
numeros irracionais.



por mim, sou incapaz de produzir alguma prova da sua correc¢do, nem ninguém pode. A
assuncdo desta propriedade da recta ndo ¢ mais do que um axioma pelo qual atribuimos a
recta a sua continuidade, pelo qual pensamos a continuidade na linha recta. Se o espago
tem alguma existéncia real, ndo ¢ de todo necessario que seja continuo; muitas das suas
propriedades manter-se-iam mesmo que fosse descontinuo. E se soubéssemos com
certeza que o espago era descontinuo, ndo haveria nada que nos impedisse, no caso de o
desejarmos, de preencher as suas falhas em pensamento e assim torna-lo continuo; este
preenchimento consistiria na criagdo de novos pontos individuais e teria de ser feito de
acordo com o principio anterior.

§4.
CRIACAO DOS NUMEROS IRRACIONAIS

A partir dos ultimos comentarios ¢ suficientemente claro como o dominio descontinuo
R dos numeros racionais deve ser completado de maneira a formar um dominio continuo.
No §1 mostrou-se (III) que qualquer niimero racional a separa o conjunto R em duas
classes tais que qualquer numero a; da primeira classe A; ¢ mais pequeno que cada
namero as da segunda classe Ay; o nimero a ¢ o maior nimero da classe A; ou o
nimero mais pequeno da classe As. Se for agora dada alguma separag@o do conjunto R
em duas classes A;, Ay que possua apenas esta propriedade caracteristica de que
qualquer nimero a; em A; ¢ menor do que qualquer nimero a; em A,, entdo por
brevidade chamaremos a uma tal separagdo um corte [Schnitt] e designa-la-emos por
(A1, Ay). Podemos entdo dizer que cada nimero racional a produz um corte ou,
estritamente falando, dois cortes, que, contudo, ndo devemos ver como essencialmente
diferentes; além disso este corte possui a propriedade de que ou existe um niimero maior
entre os numeros da primeira classe, ou existe um numero mais pequeno entre oS
numeros da segunda classe. E reciprocamente, se um corte possui esta propriedade entdo
¢ produzido por este maior ou menor numero racional.

Mas ¢ facil mostrar que existem infinitos cortes ndo produzidos por nameros
racionais. O exemplo seguinte ¢ o mais obvio.

Seja D um inteiro positivo que ndo seja o quadrado de um inteiro. Entdo existe um
inteiro positivo A tal que

M<D<(A+1)2%

Se atribuirmos a segunda classe A; qualquer numero racional positivo as cujo
quadrado seja > D, e a primeira classe A; todos os outros numeros racionais a;, esta
separagdo forma um corte (A;, As), isto €, qualquer niimero a; ¢ menor do que qualquer
numero as. Pois se a; = 0 ou é negativo, entdo a; € menor do que qualquer nimero as,
porque, por defini¢do, este ultimo é positivo; se a; € positivo entdo o seu quadrado €

< D, e portanto a; ¢ menor do que qualquer niimero positivo as cujo quadrado ¢ > D.

Mas este corte nao € produzido por nenhum numero racional. Para demonstrar isto,
deve-se primeiro mostrar que nao existe nenhum nimero racional cujo quadrado = D.
Embora isto seja conhecido dos primeiros elementos da teoria dos numeros, a
demonstragdo indirecta que se segue pode, apesar de tudo, ndo ser desapropriada. Se
existe um namero racional cujo quadrado = D, entdo existem dois inteiros positivos ¢, u
que satisfazem a equacgao



t* — Du* =0,

e podemos assumir que u € 0 menor inteiro positivo que possui a propriedade de que o
seu quadrado, multiplicado por D, pode ser convertido no quadrado de um inteiro .
Como evidentemente

Au <t < (A +1u,

o nimero v’ =t — Au é um inteiro positivo certamente menor do que u. Se além disso
pusermos

t' = Du— \t,
t' ¢ também um inteiro positivo, € obtemos
% — Du* = (A2 = D)(¢* — Du?) =0,

0 que contraria a hipotese sobre wu.

Portanto, o quadrado de qualquer niimero racional z ou ¢ < D ou > D. Daqui
resulta facilmente que ndo ha na classe A; um maximo, nem na classe A, um nimero
minimo. Pois, se pusermos

z(z? + 3D)
322+ D

temos

2z(D — x?)

Y=r= 321D

y2 D= M
(322 + D)?

Se aqui admitirmos = como um nimero positivo da classe A, entio x> < D, e
portanto y > x e y? < D. Por isso também y pertence a classe A;. Mas se admitirmos x
como um niimero da classe A,, entdo 2> > D, e portanto y < z, y > 0 e y> > D. Por
isso também aqui y pertence a classe A,. Por conseguinte, este corte ndo é produzido por
nenhum niimero racional.

Esta incompletude ou descontinuidade do dominio R dos nimeros racionais consiste
precisamente nesta propriedade de que nem todos os cortes sdo produzidos por nimeros
racionais.

Assim, sempre que temos um corte (A;, Ay) produzido por nenhum nimero racional,
criamos um novo numero, um numero irracional o, que consideramos como completa-
mente definido por este corte (A, A); diremos que o niimero « corresponde a este
corte, ou que produz este corte. Por isso, de agora em diante, a cada corte bem definido
corresponde um numero racional ou irracional bem definido, e consideramos dois
numeros como diferentes ou desiguais se ¢ sO se eles correspondem a cortes
essencialmente diferentes.

De forma a obter uma base para o arranjo ordenado de todos os nimeros reais, isto €,
de todos os niimeros racionais e irracionais, temos de investigar a relacdo entre dois



cortes quaisquer (Aj, Ag) e (Bj, Bs) produzidos por dois niimeros a ¢ 3 quaisquer.
Obviamente o corte (Ay, Ay) é completamente dado quando uma das duas classes, por
exemplo, a primeira A; é conhecida, porque a segunda A, consiste de todos os numeros
racionais que nao pertencem a Aj;, e a propriedade caracteristica da primeira classe
baseia-se no seguinte: se um numero a, estd contido nela, entdo ela contém todos os
nimeros menores do que a;. Se agora compararmos tais primeiras classes A;, B; uma
com a outra, pode acontecer:

1. Que as classes sdo perfeitamente idénticas, isto é, todo o niimero contido em A;
também estd em B;, € todo o nimero em Bj, estd em A;. Neste caso Ay ¢
necessariamente igual a By, € os dois cortes sdo perfeitamente idénticos, o que iremos
denotar em simbolos por o = S ou 3 = a.

Mas se duas classes A, By ndo sdo idénticas entdo existe numa, por exemplo, em A;,
um nimero a} = b, que ndo esta na outra Bj, e, consequentemente, estd em Bsy; portanto
todos os numeros b; contidos em B; sdo certamente menores do que este numero
ay = b, e entdo todos os numeros b; estdo em A;.

2. Se agora este nimero a) ¢ o Ginico em A; que ndo estd em By, entdo todo o nimero
a; em A; também esta em By, e é consequentemente < af, isto é, a} ¢ o maior de todos
0s niimeros a;; portanto, o corte (A, As) é produzido pelo numero 5 = a) = b5. Quanto
ao outro corte (By, Bs), ja sabemos que todos os numeros b; em By também estdo em A;
e sd0 menores que o0 niimero a}j = b}, que estd em By; todos os outros nimeros by em By
tém que ser maiores do que b)), pois de outra maneira seriam menores do que aj e, por
isso, contidos em A; e portanto em Bj; assim b}, ¢ o menor de todos os nimeros em By, e
consequentemente o corte (By, By) € produzido pelo mesmo niimero racional § = a} =

5, = a. Os dois cortes diferem entdo, apenas, de maneira ndo essencial.

3. Se, todavia, existirem em A; pelo menos, dois numeros diferentes aj = b)) e
ay = by, que ndo estdo em Bj, entdo existe uma infinidade deles; pois a infinidade de
numeros que esta entre aj e a] esta obviamente contida em A; (§1, II) mas ndo em B;.
Neste caso, dizemos que os nameros « e ([ correspondentes a estes dois cortes
essencialmente diferentes (A, As) e (B, By) sdo diferentes, e mais que isso, que « ¢é
maior do que 3 e que (3 é menor do que «, o que se exprime através dos simbolos o > (3
ou # < a. Observe-se que esta defini¢ao coincide completamente com a outra dada mais
acima quando «, ( sdo racionais.

Os restantes casos possiveis sao:

4. Se existe em By, um e um s6 nimero b = a) que ndo estd em A;, entdo os dois
cortes (Aj, Ay) e (B, Bs) ndo sdo essencialmente diferentes e sdo produzidos por um
mesmo niimero racional o = a4 = b) = (.

5. Mas se existirem em Bj, pelo menos, dois nlimeros que ndo pertencem a A;, entdo
6>aa<f.

Com isto esgotam-se os casos possiveis, concluindo-se que de dois nimeros diferentes
um ¢ necessariamente o maior, ¢ o outro ¢ o menor, logo existem duas possibilidades.
Uma terceira ¢ impossivel. Isto estava implicito na escolha dos termos comparativos
(maior, menor) para designar a relacdo entre «, (; mas esta escolha s6 agora foi
justificada. Neste tipo de investigagdes € preciso ter muito cuidado para que, apesar da
melhor das intengdes de honestidade, ndo deixarmos, através de uma escolha precipitada
de expressoes emprestadas de outras nogdes ja desenvolvidas, permitir-nos fazer transfe-
réncias inadmissiveis de um dominio para outro.



Se agora considerarmos novamente o caso « > 3, ¢ Obvio que o niimero mais
pequeno [, se racional, pertence certamente a classe Ap; pois como existe em A; um
numero a} = b}, que pertence a classe B,, segue-se que o0 nimero [3, quer seja 0 maior
numero em B; ou o menor em By ¢é certamente < a) e, portanto, estd contido em A;. Da
mesma forma tem-se de o > 3 que o maior nimero, «, se racional, pertence certamente a
classe By, pois a > aj. Combinando estas duas observagdes, obtemos o seguinte
resultado: se um corte (A;, As) € produzido pelo nimero « entdo qualquer racional
pertence a classe A; ou a classe Ay, conforme é menor do que, ou maior do que «; se o
numero « ¢€ ele proprio racional, pode pertencer a uma ou outra das classes.

Do que precede obtemos finalmente o seguinte: Se o > (3, isto ¢, se existem infinitos
nameros em A; que ndo pertencem a Bj, entdo existem infinitos nimeros que sdo ao
mesmo tempo diferentes de « e de 3; um qualquer tal niimero racional ¢ ¢ < «, pois ndo
esta em A;; é também > 3, porque nao estd em Bs.

§5.
CONTINUIDADE DO DOMINIO DOS NUMEROS REAIS

Em consequéncia das distingdes formuladas, o conjunto de todos os nimeros reais
forma um dominio totalmente ordenado de uma dimensao; isto quer dizer apenas que as
seguintes propriedades sdo satisfeitas:

I.Se a> (e B> ~entdo a > ~. Assim, diremos que o niumero [ esta situado entre
aen.

II. Se «, v sdo dois numeros distintos, entdo existe uma infinidade de numeros
diferentes 3 situados entre «, 7.

II. Se & € um numero bem definido, entdo todos os nimeros do conjunto R dividem-
se em duas classes 2l; ¢ 2, em que cada uma contém uma infinidade de elementos; a
primeira classe 2; compreende todos os niimeros a; menores do que «, a segunda classe
2, compreende todos os numeros as que sdo maiores do que «; o niamero « pode ser
arbitrariamente atribuido a primeira ou a segunda classe e sera, respectivamente, 0 maior
numero da primeira classe ou menor nimero da segunda classe. Em qualquer dos casos, a
separacdo do conjunto SR em duas classes 2(;, 2 ¢é tal que qualquer nimero da primeira
classe 2; ¢ mais pequeno do que qualquer nimero da segunda classe 2, e dizemos que
esta separagdo foi produzida pelo niimero a.

Para maior brevidade e para ndo magar o leitor suprimi as demonstra¢des destes
teoremas que saem imediatamente das definigdes da seccao anterior.

Todavia, além destas propriedades, o dominio R também possui continuidade, isto €,
o teorema seguinte ¢ verdadeiro:

IV. Se o conjunto R de todos os ntimeros reais se divide em duas classes 2;, s, de
tal forma que todo o nlimero a; da classe 2(; ¢ menor do que todo o nimero a- da classe
20y, entdo existe um e um s6 numero « pelo qual esta separagdo ¢ produzida.

Prova. Pela separagdo ou corte de SR em 2; e 2, obtemos a0 mesmo tempo o corte
(A;, Ay) do conjunto R de todos os ntimeros racionais definido da seguinte forma: A;
contém todos os nimeros racionais da classe 2, e As contém todos os outros nimeros
racionais, isto ¢, todos os nimeros racionais da classe 2s. Seja o 0 numero perfeitamente
bem definido que produz este corte (A;, As). Se 5 é um nimero qualquer diferente de «,
entdo existem infinitos nimeros racionais ¢ que estdo situados entre o ¢ 5. Se (G < «,
entdo ¢ < «a; logo ¢ pertence a classe A; e consequentemente também a classe 2, e
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como também temos 3 < ¢, entdo 3 também pertence a mesma classe 2y, porque todo o
numero em 2A; ¢ maior do que todo o nimero ¢ em 2. Mas se 3 > a, entdo ¢ > «;
portanto ¢ pertence a classe A, e, consequentemente, também pertence a classe 2o, €
como ao mesmo tempo 3 > ¢, entdo [ também pertence & mesma classe 25, porque todo
o namero em 2; ¢ menor do que todo o numero ¢ em 2A,. Portanto todo o nimero
diferente de o pertence a classe 2; ou a classe 2, conforme B < a ou (> «;
consequentemente o proprio a ¢ ou o maior niimero em 2[;, ou 0 menor numero em 2As,
isto €, o é obviamente o Unico nimero pelo qual a separagdo de R nas classes 2;, 2y €
produzida. Como se queria demonstrar.

§6.
OPERACOES COM NUMEROS REAIS

Para reduzir qualquer operacdo com dois numeros reais «, [ a operagdes com
numeros racionais, precisamos apenas de fazer o seguinte: dados dois cortes (Aj, As),
(By, Bs) produzidos pelos numeros « ¢ 5 no conjunto R, definimos o corte (C4, Cy) que
corresponde ao resultado da operagdo, . Aqui discute-se apenas o caso mais simples, o
da adic¢do.

Se ¢ € um niimero racional qualquer, colocamo-lo na classe C, desde que haja dois
nameros a; em A; e by em B cuja soma a; + b; > ¢; 0s outros numeros racionais
deverdo ser colocados na classe C5. Esta separa¢do de todos os niimeros racionais em
duas classes C}, C5 forma evidentemente um corte, pois qualquer numero c¢; em C} €
menor do que qualquer nimero ¢, em Cs. Se « e 3 forem racionais entdo todo o numero
ccemCy é <a+ g, porque a1 < ae by < (e, porisso, a; + by < a+ F; além disso,
se estivesse contido em (5 algum nimero ¢, < o+ (3, donde a+ 8 = ¢y + p para
algum ntimero racional positivo p, entdo deveriamos ter

&= (0= 30)+ (5~ 3p).

2

o que contradiz a definigdo do nimero ¢y, porque o — % p ¢ um numero em A, e 3 — % P
um numero em By; consequentemente, todo o nimero c; contido em Cy é > a+ (.
Portanto, neste caso, o corte (C, Cy) é produzido pela soma o 4 3. Assim, ndo violamos
a definicdo que sustenta a aritmética dos nimeros racionais se estipularmos que a soma
de a + (8 de qualquer dois nimeros reais «, (3 é o numero 7y pelo qual o corte (C, Cs) é
produzido. E, se apenas um dos niimeros «, (3 é racional, por exemplo «, € facil verificar
que ndo faz diferenca na soma v = o + 3 que o numero « esteja na classe A; ou na
classe A,.

As outras operagdes, da chamada aritmética elementar (a formacdo de diferencas,
produtos, quocientes, poténcias, raizes, logaritmos), podem ser definidas tal como a
adicdo, e desta forma chegamos a verdadeiras demonstragdes de teoremas (como, por
exemplo: \/5 . \/_ = \/6), que tanto quanto eu saiba nunca antes foram estabelecidas.
O tamanho excessivo que se teme nas defini¢cdes das operagdes mais complicadas esta
parcialmente ligado a natureza do assunto, mas em grande parte podera ser evitado. A
nogdo de intervalo é muito util neste contexto — isto ¢, um conjunto A de nimeros
racionais que possui a propriedade caracteristica seguinte: se a ¢ a’ sdo nameros de A,
entdo todos os numeros que estdo situados entre a e a’ estdo em A. O conjunto R de
todos os nimeros racionais, ¢ também as duas classes de qualquer corte, sdo intervalos.
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Se existir um numero racional a; que ¢ menor do que, e um nimero racional ay que ¢é
maior do que todos os nimeros do intervalo A, entdo A chama-se um intervalo finito
[limitado]; neste caso existem infinitos nimeros com a mesma propriedade que a; e
infinitos numeros com a mesma propriedade que as; 0 dominio R pode-se entdo dividir
em trés partes A;, A, Ao, e entram em cena dois nimeros racionais ou irracionais bem
definidos, a1, as que se podem chamar respectivamente o [limite inferior e limite
superior do intervalo A; o limite inferior «; ¢ determinado pelo corte para o qual o
conjunto A; forma a primeira classe e o limite superior as pelo corte para o qual o
conjunto A, forma a segunda classe. Para qualquer nimero racional ou irracional « que
esteja entre o € am, pode-se dizer que esta dentro [¢ interior ao] do intervalo A. Se todos
os nimeros de um intervalo A também sdo numeros de um intervalo B entdo a A chama-
se uma parte de B.

Consideragoes ainda mais longas parecem surgir quando tentamos adaptar os numerosos
teoremas da aritmética dos numeros racionais (por exemplo, o teorema
(a +b)c = ac + bc)) a nameros reais arbitrarios. Todavia, este ndo é o caso. E facil ver
que tudo se reduz a mostrar que as operagdes aritméticas possuem uma certa continuidade.
O que quero dizer com esta afirmagdo, pode ser expresso na forma de teorema geral:

“Se o niimero A\ ¢ o resultado de uma operagdo com os numeros «, 3, 7,... € A
pertence ao intervalo L, entdo podem ser tomados intervalos A, B, C,... nos quais se
encontram os nameros «, 3, 7,... € tais que o resultado da mesma operagdo em que oS
nameros «, 3, 7,... sdo substituidos por nimeros arbitrarios dos intervalos A, B, C,... ¢
sempre um numero pertencente ao intervalo L.” A deselegincia proibitiva que marca o
enunciado deste teorema convence-nos, todavia, que algo tem de ser trazido em auxilio
dos meios de expressao; isto pode ser conseguido, de facto, da maneira mais satisfatoria
através da introducdo das ideias de magnitudes variaveis, fungoes e valores limites, ¢
seria melhor basear nestas ideias as definigdes até das operagdes aritméticas mais
simples, assunto este, todavia, que ndo podera ser desenvolvido aqui.

§7.
ANALISE INFINITESIMAL

A terminar, devemos explicar a ligacdo entre as investigacdes precedentes e alguns
teoremas fundamentais da andlise infinitesimal.

Dizemos que uma magnitude variavel x que passa por sucessivos valores numéricos
bem definidos aproxima um valor limite fixo o quando, no decorrer do processo, x acaba
por se encontrar entre quaisquer dois nimeros dados entre os quais o proprio a também
esta ou, o que vem a dar no mesmo, quando a diferenca x — « em valor absoluto, se torna
menor do que qualquer valor positivo dado.

Um dos mais importantes teoremas pode ser enunciado da seguinte maneira: “Se uma
magnitude x cresce continuamente mas ndo para além de todos os limites, entdo ela
aproxima-se de um valor limite.”

Provo-o da seguinte maneira. Por hipotese existe um nimero (e, portanto, infinitos
outros numeros) s, tal que z se mantém continuamente < aw; designo por 2y o
conjunto de todos estes as, por 2; o conjunto de todos os outros nimeros «1; cada um
destes ultimos possui a propriedade de que no decorrer do processo, x torna-se mais tarde
ou mais cedo > g, logo todo o nimero a; ¢ menor do que qualquer nimero as, €

r

consequentemente existe um nimero a que ou ¢ 0 maximo em 2(; ou o minimo em 2As
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(§5, IV). O primeiro caso nao pode acontecer pois x ndo para de crescer, logo « é o
nimero minimo em 2As. Mas para qualquer o, iremos ter mais tarde ou mais cedo
a; < x < a, isto €, ¢ aproxima-se do valor limite «.

Este teorema ¢ equivalente ao principio da continuidade, isto ¢, ele perde a sua validade
assim que noés assumimos que algum numero real ndo esta contido no dominio R ou
expresso de outra maneira: se este teorema € correcto entdo o teorema IV no §5 também ¢
correcto.

Outro teorema da analise infinitesimal, também equivalente a este e mais frequente-
mente utilizado, pode ser enunciado da seguinte maneira: “Se na variagdo da magnitude
x pudermos, para qualquer magnitude positiva 6, fazer corresponder um intervalo dentro
do qual  muda por menos de 6, entdo x aproxima-se de um valor limite.”

Este reciproco do teorema facilmente demonstrado de que qualquer magnitude variavel
que se aproxima de um valor limite muda finalmente por menos de qualquer magnitude
positiva dada, tanto pode ser derivado do teorema precedente como directamente do
principio da continuidade. Escolho a altima via. Seja 6 uma magnitude positiva qualquer
(isto é, 6 > 0). Entdo, por hipdtese, um instante © vira a partir do qual zmuda por menos de
0, isto é, se neste instante x tiver o valor a, entdo passado algum tempo devemos ter
continuamente x > a — 6 ¢ x < a + 0. Deixo agora de lado, por momentos, a hipotese
original e utilizo somente o teorema acabado de provar de que todos os valores posteriores
da variavel z estdo entre dois valores finitos dados. E nisto que baseio uma dupla separagio
de todos os niimeros reais. A um conjunto 2l atribuo um nimero «;s (por exemplo, a + ¢
quando, no decurso do processo, x acaba por se tornar < «; no conjunto 2(; coloco todos
os numeros que nao pertencem a 2As; se a; ¢ um tal niamero, entdo, por muito que o
processo tenha avancado, ainda teremos infinitas vezes * > s Como todo o niimero «é
menor do que qualquer nimero v, existe um nimero bem determinado «que produz este
corte (A, As) do conjunto R e ao qual eu vou chamar o limite superior da variavel xzque
se mantera sempre finito. Da mesma forma, como resultado do comportamento da variavel
x, ¢ produzido um segundo corte (81, B5) do conjunto 9R; um niimero (s (por exemplo,
o — 0) esta em By quando, no decurso do processo, x acaba por se tornar > A todo o
outro nimero (5, a ser colocado em ‘B,, tem a propriedade de x nunca se tornar > (g
portanto, x € infinitas vezes < (9 ao numero [ que produz este corte chamo limite
inferior da variavel x. Os dois nimeros «e (3sdo obviamente caracterizados pela seguinte
propriedade: se ¢ ¢ uma magnitude positiva arbitrariamente pequena, entdo mais tarde ou
mais cedo teremos * < o + € e = > 3 — ¢ mas nunca acabaremos por ter z < o — enem
x > 3+ €. Agora temos dois casos possiveis. Se ae (3sdo diferentes um do outro, entdo
ternos necessariamente « > (3, porque € sempre ao > (9 a variavel x oscila e, por mais
que o processo avance, sofre sempre mudancas cuja quantidade ultrapassa o valor
(o — ) — 2¢, onde € é uma magnitude positiva arbitrariamente pequena. Mas a suposigao
inicial contradiz esta consequéncia; entdo resta apenas o segundo caso o = (3 e como ja foi
mostrado que por muito pequena que seja a magnitude positiva ¢ teremos sempre mais
tarde ou mais cedo x < o +¢ee = > § — ¢ resulta que x aproxima-se do valor limite o
como se queria demonstrar.

Estes exemplos serdo suficientes para exibir a ligagdo entre o principio da
continuidade e a analise infinitesimal.

6[A terminologia do Autor é sugestiva de uma fungdo real continua x = x(t) da variavel real ¢
(tempo).]
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